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В ПОДШИПНИКАХ СКОЛЬЖЕНИЯ 

 
Введение 
В двигателях внутреннего сгорания широко ис-

пользуются турбинные и компрессорные установки, 
основным элементом которых является упругий ро-
тор в подшипниках скольжения. В роторных систе-
мах часто возникают автоколебания вследствие 
взаимодействия масляной пленки подшипников 
скольжения с цапфами роторов. Такие автоколеба-
ния привели к разрушению ряда турбинных устано-
вок [1]. Поэтому понятен интерес инженеров и ис-
следователей к таким автоколебаниям. Позняк Э.Л. 
[2] получил аналитические соотношения, описы-
вающие давления в масляной пленке коротких под-
шипников скольжения. Используя вариационный 
подход, Олимпиев [3] вывел асимптотическое реше-
ние уравнения Рейнольдса. Устойчивость цапфы в 
подшипнике скольжения рассматривается в моно-
графии [4]. Каринцев И.Б., Шульженко Н.Г. [5] по-
лучили модель давлений в масляном слое коротких 
подшипников скольжения. Они исследовали влияние 
инерции масляного слоя на величины давлений. Фи-
липпов А.П., Шульженко Н.Г. [6] применяют асим-
птотические методы для исследования автоколеба-
ний в роторах. Овчарова Д.К., Голоскоков Е.Г. [7] 
анализируют вынужденные колебания ротора с уче-
том масляного слоя в коротких подшипниках сколь-
жения. Они описали динамику ротора расчетной 
схемой, состоящей из упругого вала с тремя дис-
кретными массами. 

В этой статье предлагается математическая мо-
дель, описывающая автоколебания ротора при его 
взаимодействии с масляной пленкой коротких под-
шипников скольжения. Для исследования автоколе-
баний используется прямое численное интегрирова-
ние уравнений движения.  

Постановка задачи и уравнения движения 
Рассмотрим динамику жесткого диска, который 

крепится к вращающемуся упругому валу. Вал нахо-
дится в двух коротких подшипниках скольжения 
(рис.1). При колебаниях системы цапфы вала А и В 
так же движутся. Эти движения описываются обоб-
щенными координатами  и , соответ-( )11, yx ( 22 , yx )

ственно. Рассмотрим ротор в двух одинаковых под-
шипниках скольжения. В масляном слое этих под-
шипников возникают усилия, действующие на цап-
фы. Проекции этих сил на оси x  и y  обозначим 

( ) ( ) 2,1;;;; =iyxFyxF iiyiix . Предположим, что ротор 

вращается с постоянной угловой скоростью Ω  во-
круг оси z  (рис.1). Тогда угловую скорость диска 
представим так: 

 

   

 
Рис.1. Расчетная схема однодискового ротора 

в подшипниках скольжения 
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где −yx, перемещения точек крепления диска к ва-

лу;  экваториальный и полярный моменты 

инерции диска. 

−pe II ,

Если предположить, что цапфы A и B покоятся, 
потенциальная энергия вала примет следующий вид:  
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где  элементы матрицы жесткости. Если 

цапфы движутся, потенциальную энергию можно 
представить так: 
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Тогда уравнения движения системы состоят из 
четырех дифференциальных уравнений, описываю-
щих колебания диска, и четырех условий равновесия 
цапф: 
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Под действием силы тяжести mg  (4) ротор за-
нимает некоторое состояние равновесия, которое 
определяется следующими значениями обобщенных 
координат: ( )221121 ,,,,,,, yxyxyx θθ . Эти значения 
удовлетворяют следующей системе нелинейных ал-
гебраических уравнений: 
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Тогда равновесие диска определяется так: 
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Теперь рассмотрим колебания ротора относи-
тельно положения статического равновесия. Для это-
го введем замену переменных: 
( ) ( ,,,,,,,,,,, 2211221121 θ+θθ+θ++→θθ yyxxyxyxyx  

)22221111 ,,, yyxxyyxx ++++ . Тогда динамическую 
систему (4) представим так: 
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Силы, действующие на цапфы вала со стороны 
масляного строя (рис.1), представим в следующем 
виде [2]: 
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где  длина подшипника; −BL −φ  угол линии цен-
тров (рис.1). Предполагается, что масляный слой 
занимает область ]. Тогда давления, дейст-
вующие на цапфу со стороны масляного слоя, 

 определяются из уравнения Рейнольдса [2]. 
Решение этого уравнения представим так: 
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где  вязкость масла;  продольная локальная 
координата подшипника скольжения; 

−μ −1z

( ) ;sincoscos 11 φ+φ−=θ+= yxecech −c величина 

зазора между цапфой и подшипником. Параметр  
показан на рис.1. 

e

В дальнейшем используем следующие безраз-
мерные переменные и параметры: 
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Тогда силы масляного слоя определяются так: 
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Определим положение равновесия ротора под 
действием силы тяжести. В этом случае соотношение 
(9) представим так: 
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Уравнения равновесия цапфы принимают сле-
дующий вид: 

,sin;cos // eYeX
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где  проекции сил на оси ; −// , YX
FF yx ′′, −eφ  угол 

линии центров равновесного состояния цапфы; −G  
значение вертикального усилия в подшипнике, кото-
рое принимает следующее значение в цапфах A и B: 
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Из (13, 14) получим нелинейное уравнение для 
определения ε : 
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Тогда обобщенные координаты равновесного 
состояния цапфы A определяются так: 
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Индекс 1 у величин ε  и eφ  обозначает, что эти 
параметры описывают равновесие цапфы А. Анало-
гичные параметры для цапфы В определяются ин-
дексом 2. 

Исследуем колебания ротора относительно по-
ложения равновесия. Для этого введем следующую 
замену переменных: 
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силы , действующие на цапфы масляного слоя 
представим так: 
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Нелинейные силы (17) представим в виде сте-
пенных рядов по 1111

~,~,~,~ yxyx ′′ . Для этого интегралы 
(17) представим в виде степенных рядов, используя 
степенной ряд: 
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3 +ϑ+ϑ+ϑ+ϑ=− xAyAxAAyxH
Теперь ряд (19) введем в (18) и произведем интегри-
рования. В результате интегралы  получа-
ются в виде степенных рядов. Эти интегралы вводят-
ся в нелинейные силы (17). В результате эти силы 
представляются в виде степенных рядов:  
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где  постоянные части сил масляно-

го слоя;  линейные части сил относитель-

но обобщенных координат и скоростей цапфы 
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сил второго и третьего порядка относительно обоб-
щенных координат и скоростей. Линейные части сил 
определяются следующим образом: 
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где символ 
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которая определяется в точке 0~~~~
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Эти производные принимают следующие значения: 
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Квадратичные и кубические части 
 определялись с помощью пакета 

символьных вычислений Maple. 
3,2,3,2, ;;; yyxx FFFF

Отметим, что силы масляного слоя (18, 19) вы-
ражаются через обобщенные координаты цапф. Для 
упрощения уравнений движения ротора (7) и даль-
нейшего анализа выразим эти силы через обобщен-
ные координаты диска. Для этого воспользуемся че-
тырьмя алгебраическими уравнениями системы (4). 
В этих уравнениях отбросим нелинейные слагаемые 
и представим их в следующей матричной форме: 
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Теперь из соотношений (20) выразим вектор  

и введем его в значения сил масляного слоя (20). 
1q

Теперь уравнение движения ротора (7) предста-
вим в следующем виде: 

[ ] [ ] [ ] [ ] ,),( 1111 qqWqDqKqGqM ′+′+=+ &&&        (24) 

где [ ] ( );,,, ee ImImdiagM =   матрица гиро-

скопических сил; 

[ ]−G

[ ]−1K  матрица линейной части 

упругих сил масляной пленки;  матрица ли-

нейной части диссипативных сил масляной пленки; 

[ ]−1D

( ) −= TwwW 41,...,  вектор нелинейной части сил мас-
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ляной пленки; 
τ

=′
d
dqq . Окончательно, система (7) 

принимает следующий вид: 

[ ] [ ] ;),(~ qqWqQqFq &&&& =++                               (25) 
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Численное моделирование колебаний 
Рассмотрим автоколебания ротора со следую-

щими параметрами [8]: 
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Собственная частота прямой прецессии этого 

ротора имеет следующее численное значение: 
срад3941, =Ω∗ . Угловая скорость, при которой 

ротор теряет устойчивость равномерного вращения, 

составляет срад2110~
=Ω . Итак, при  рав-

номерное вращение ротора устойчиво, а неустойчиво 
в противном случае. При 

Ω<Ω
~

Ω=Ω
~  наблюдается би-

фуркация Хопфа. Вследствие этой бифуркации рож-
дается предельный цикл. Для исследования таких 
предельных циклов используется прямое численное 
моделирование системы (25). Оно производилось 
при различных частотах вращения ротора. Результа-
ты расчетов представлены на рис.2, где показаны 
колебания ротора при следующих значениях частот 
его вращения: а). срад300=Ω ; б). срад1000=Ω ; 

в). срад1300=Ω ; г). срад2150=Ω . При частоте 

вращения ротора срад300=Ω  (рис.2а) автоколе-

бания ротора не возбуждаются. В этом случае на-
блюдается короткий переходной процесс, приводя-
щий к режиму равномерного вращения ротора. При 

срад1000=Ω  наблюдаются автоколебания ротора. 

Отметим, что эти автоколебания быстро устанавли-
ваются, то есть переходной процесс наблюдается на 
коротком интервале времени. С увеличением часто-

ты вращения ротора, амплитуды автоколебаний рас-
тут. 

 а) 

 б) 

 в) 

г) 
Рис 2. Автоколебания ротора при следующих 

значениях частоты вращения: (a) ; 
(б)

300=Ω
1000=Ω ; (в) 1300=Ω ; (г)  2150=Ω
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Численные данные (рис.2) показывают быстрое 
затухание переходных процессов, что свидетельст-
вует о существенном демпфировании колебаний в 
масляной пленке. Подчеркнем, что ротор теряет ус-

тойчивость при срад2110~
=Ω , а режим автоколе-

баний наблюдается как при меньших, так и больших 
частотах вращения. Это свидетельствует о жестком 
возбуждении автоколебаний в рассматриваемой сис-
теме. 
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ДВУХСТУПЕНЧАТЫЙ КОМПРЕССОР КАСКАДНОГО ОБМЕНА ДАВЛЕНИЕМ 
 
Развитие пневмотранспорта сыпучих грузов, 

технологических пневмоагрегатов дорожно-
строительной и специальной техники предполагает 
снижение себестоимости при получении сжатого 
воздуха. Нагнетание воздуха дорогостоящими и 
сложными по конструкции поршневыми или лопа-
точными компрессорами, особенно с автономным, 
например, дизельным, приводом характеризуется 
большой энергозатратностью. Коэффициент полез-
ного действия компрессора c дизельным двигателем, 
с учетом потерь преобразования исходной тепловой 
энергии в механическую в дизеле и механической 
энергии в располагаемую работу сжатия воздуха, в 
лучших образцах не превышает значений 0,2 … 0,21 

Значительный резерв снижения энергозатрат-
ности при получении сжатого воздуха и упрощения 
конструкции нагнетателя связывается с использова-
нием устройств прямого преобразования тепловой 
энергии в сжатый воздух на базе каскадного обмен-
ника давления (КОД). Агрегаты, реализующие кас-
кадное сжатие, представляют собой новую разно-
видность обменников давления, в частности апроби-
руемых в системах наддува двигателей внутреннего 
сгорания. Сжатие воздуха в КОД, как и в волновом 
обменнике давления известной системы наддува 
«Comprex», осуществляется в результате непосред-
ственного контакта со сжимающими газами, однако 

с существенным отличием организации рабочего 
процесса. Принцип действия КОД изложен в работах 
[1, 2, 3]. 

Типичная конструкция обменника (рис. 1.) 
представляет собой ротор с продольными напорооб-
менными ячейками, вращающийся в статоре, в одной 
из торцевых крышек которого (А), расположены 
массообменные каналы, а также окна подвода и от-
вода сжимающего газа, в другой (В) – окна подвода 
и отвода сжимаемого воздуха. Ротор приводится во 
вращение с частотой 2000…3000 мин-1 при помощи 
электродвигателя или другого привода незначитель-
ной мощности. Фотографии основных узлов одной 
из конструкции КОД показаны на рис. 2. 

 
 

Рис.1 . Общий вид каскадного обменника давления 
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